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Аннотация: Статья является развитием предыдущей работы автора, направленной на прогноз смещений русел в 
процессе меандрирования равнинных рек. В качестве основной гипотезы о причинах меандрирования принята 
гипотеза о неустойчивости прямолинейного русла реки. Для построения модели меандрирования используется 
утверждение, согласно которому русло реки смещается от своего текущего положения по нормали к динамической оси 
потока в направлении от центра его кривизны пропорционально значению кривизны русла в данном сечении, причем 
коэффициент пропорциональности заранее неизвестен и подлежит определению в процессе картографического 
(гидрологического) мониторинга. Поскольку кривизна речного русла выражается через вторую производную кривой, 
аппроксимирующей очертание берега, то важен вопрос о том, как достаточно точно вычислить эту кривизну по 
координатам точек берега. Предлагается способ, как это сделать на основе аппроксимации береговой линии сплайном 
2-го порядка в виде окружности, наиболее тесно примыкающей к береговой линии. Поскольку гидрологический 
мониторинг позволяет найти нормальные смещения русла за некоторый промежуток времени, то, зная кривизны  
береговой линии во всех сечениях русла, можно вычислить неизвестный коэффициент пропорциональности этого 
смещения кривизне. Полученные значения такого коэффициента предлагается использовать для прогнозного 
картографирования динамики русла на будущие интервалы времени.
Ключевые слова: русло, река, меандрирование, смещение русла, кривизна, центр кривизны, аппроксимация, 
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Abstract: The article is a development of the author's previous work aimed at predicting channel displacements during the me-
andering of lowland rivers. The hypothesis about the instability of a straight river bed is accepted as the main hypothesis about 
the causes of meandering. To construct a meandering model, a statement is used according to which the river bed shifts from its 
current position along the normal to the dynamic axis of the flow in the direction from the center of its curvature in proportion 
to the value of the curvature of the channel in a given section, and the proportionality coefficient is unknown in advance and 
must be determined in the process of cartographic (hydrological) monitoring. Since the curvature of a river channel is ex-pressed 
through the second derivative of a curve that approximates the outline of the bank, the important question is how to accurately 
calculate this curvature from the coordinates of bank points. A way to do that is proposed in the article. This way is based on ap-
proximating the coast-line with a 2nd order spline in the form of a circle most closely adjacent to the coastline. Since hydrological 
monitoring makes it possible to find normal channel displacements over a certain period of time, then knowing the curvature of 
the coastline in all sections of the channel, it is possible to calculate the unknown coefficient of proportionality of this displace-
ment to the cur-vature. The obtained values of the coefficient of proportionality are proposed to be used for pre-dictive mapping 
of channel dynamics for future time intervals.
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Введение
В данной статье, как и в нашей предыдущей 

работе [5], речь идет о хорошо известном, но в 
какой-то мере остающимся загадочным явлении — 
меандрировании равнинных рек, то есть о воз-
никновении и развитии их извилистости. До сих 
пор вызывает удивление и восхищение сложная 
конфигурация русел таких рек, в которой, тем не 
менее, прослеживается определенная периодич-
ность расположения последовательных меандр. 
Еще большее удивление вызывает тот факт, что эти 
меандры не остаются статичными, а с течением 
времени развиваются, изменяя свое положение и 
форму, а зачастую и вовсе исчезают; при этом русла 
рек самопроизвольно спрямляются, образуя всем 
известные старицы. 

Существуют различные гипотезы о причинах 
наблюдаемого явления. В числе причин, обуслав-
ливающих блуждание динамической оси потока, 
часто называются: возникновение в реках попе-
речной циркуляции воды; наличие на пути течения 
реки случайных препятствий; вращение Земли и 
Кориолисово ускорение; неустойчивость прямоли-
нейного движения потока к гармоническим воз-
мущениям; ограничения транспортирующей спо-
собности потока; законы природы, стремящиеся 
минимизировать диссипацию механической энер-
гии и т. п. Обзоры гипотез о причинах меандри-
рования русел содержатся в трудах отечественных 
и зарубежных исследователей: Н.И. Маккавеева 
(1950, 1955, 1969), Н.Н. Федорова (1954); Н.Е. Кон-
дратьева (1959, 1982), А.Н. Ляпина (1956), C.T. Yang 
(1971), D. Knighton (1987), В.И. Замышляева (1978), 
Б.В. Матвеева (1985), и др. Подробный анализ от-
ечественных и зарубежных работ, посвященных 
этому вопросу, можно найти во многих работах: 
Н.И. Маккаввева [6], М.А. Великанова [1], Н.Е. Кон-
дратьева [4], Р.С. Чалова [2, 7], А.С. Завадского [2], 
В.И. Замышляева [3], и др. Следует также отметить 
доклад В.А. Широковой и А.В. Собисевич [8] с ана-
лизом работ М.А. Великанова о циркуляции потока 
в русле меандрирующих рек, сделанный на годич-
ной научной конференции Института естествозна-
ния и техники им. С.И. Вавилова (2020). Однако до 
сих пор не существует единого мнения о причинах 
наблюдаемого явления и, тем более, о методах его 
моделирования и прогнозирования.

В нашей предыдущей работе [5] в качестве ос-
новной рабочей гипотезы принималось и обосно-
вывалось положение о причине меандрирования 
равнинных рек как о результате неустойчивости 
прямолинейного характера их русла. На изгибах 
русла поток текущей воды разрушает внешний бе-
рег, причем разрушение происходит тем интенсив-
ней, чем больше кривизна русла в данном сечении 
(напомним, что кривизна кривой — это величина, 
обратная радиусу окружности, наиболее тесно при-
мыкающей к кривой в рассматриваемой точке). До-
пустим, на русле возникло выпуклое возмущение, 

заставляющее реку изменить направление дина-
мической оси потока. Поскольку сила, воздействия 
реки на наружный берег изгиба русла пропорцио-
нальна произведению квадрата скорости течения 
реки на величину кривизны, то в пределах этого 
возмущения начинается более интенсивный раз-
мыв берега и унос продуктов разрушения течени-
ем, поэтому возникшее возмущение начинает уве-
личиваться в размерах. Размыв берега существует 
и на прямолинейных участках реки (где кривизна 
русла равна или близка к нулю), однако его интен-
сивность несопоставимо меньше интенсивности 
размыва берега на изгибах русла. 

Происходящий процесс соответствует извест-
ной загадке: «Что это такое — чем больше из нее 
берут, тем больше она становится? Ответ: яма». В 
этой загадке образно изложена причина, почему 
возникшее возмущение начинает увеличиваться 
в размерах. В отличие от многих явлений физики, 
в кото рых малые возмущения стационарно про-
текающих процессов со временем затухают (вы-
равниваются) из-за диссипативных процессов, ме-
андрирование равнинных рек является примером 
противоположного процесса — малые отклонения 
русла от прямолинейного не только не затухают, а 
наоборот, развиваются и увеличиваются в разме-
рах. На основе принятой гипотезы в упомянутой 
выше статье [5] показывалось, что расчет переме-
щения речного русла в общем случае сводится к 
решению дифференциального уравнения второго 
порядка «типа теплопроводности», однако не с по-
ложительным, а с отрицательным коэффициентом 
дисперсии. В частности, из этого уравнения следо-
вало, что любые малые возмущения прямолиней-
ности русла не затухают, как в задачах для обыч-
ного уравнения теплопроводности, а наоборот, 
увеличиваются в размерах. 

В данной работе, являющейся развитием ука-
занной выше теории, вопрос о меандрировании 
равнинных рек рассматривается под углом зрения 
прогнозного картографирования. Иными словами, 
ставится вопрос о том, как картографическими ме-
тодами прогнозировать перемещение русла реки 
в зависимости от времени, то есть, как найти по-
ложение русла реки в последующие моменты вре-
мени, если известно его положение в предыдущие 
моменты? 

Формулировка вопроса
Поскольку целью прогнозного картографи-

рования является предсказание положения русла 
в последующие моменты времени по известному 
его положению в предыдущий момент времени, то 
нуждается в дополнительном пояснении сам тер-
мина «смещение русла». В теории русловых про-
цессов прочно вошли понятия о «поперечном» и 
«продольном» смещениях русла. Мол, русло реки 
смещается как перпендикулярно направлению ди-
намической оси потока, так и вдоль него. Несмотря 
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на кажущуюся правдоподобность такого утвержде-
ния, оно полностью несостоятельно. Берег реки — 
это не набор одних и тех же материальных точек, а 
лишь кривая, представляющая собой геометриче-
ское место точек, совпадающих с точками поверх-
ности земли, в которых находится берег в данный 
момент времени. В следующий момент времени 
это будут уже другие точки поверхности земли. 
Береговая кривая наподобие тени от предмета 
перемещается по земной поверхности, постоянно 
изменяя свои размеры и очертания. Поэтому срав-
нивая между собой две береговые кривые, относя-
щиеся к разным моментам времени, невозможно 
сказать, какому положению в начальный момент 
времени соответствует данная точка берега в ко-
нечный момент времени. 

В математике определено лишь смещение 
кривой за бесконечно малый промежуток ∆t0 вре-
мени, определяемое как расстояние по нормали 
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от выбранной точки кривой в начальном положе-
нии до кривой в новом близком к ней положении. 
Поскольку в следующий момент времени кривая 
изменит свое положение и форму на плоскости, то 
смещения за новый малый промежуток ∆t1 времени 
будут происходить уже в направлении новых нор-
малей 
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, не совпадающих с прежними нормалями, 
так что кривая будет перемещаться по плоскости, 
изменяя не только свое положение, но и форму. 
Перемещение береговой кривой за конечный про-
межуток T времени является суперпозицией боль-
шого числа смещений этой кривой за малые про-

межутки 
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сравнивая береговые кривые русла в начальный и 
конечный момент времени, нельзя однозначно вы-
делить «продольного» и «поперечного» смещения.  
Поэтому, говоря о законах трансформации русла за 
конечные промежутки времени, следует остано-
виться, прежде всего, на элементарных (малых) его 
смещениях.

В качестве основного положения  принимается 
утверждение, согласно которому русло реки сме-
щается за малый промежуток времени от своего 
текущего положения по нормали к динамической 
оси потока в направлении от центра его кривизны 
пропорционально кривизне русла в данном сече-
нии. Коэффициент пропорциональности  заранее 
неизвестен и подлежит определению в процессе 
гидрологического (или картографического) мони-
торинга. Этот коэффициент зависит от многих фак-
торов — от почвы местности, по которой протекает 
река, от растительности, покрывающей ее берега, 
от сезонных колебаний уровня воды и т. д. Гидро-
логические наблюдения позволяют вычислять нор-
мальные смещения русла реки за небольшие про-
межутки времени, поэтому по кривизне береговой 
линии, можно рассчитать заранее неизвестные 
коэффициенты пропорциональности. Полученные 
значения можно использовать в прогнозном кар-

тографировании положения русла реки в будущие 
моменты времени.
Определение кривизны  
береговой линии русла

Возникает вопрос, как определить кривизну   
речного русла в произвольном его сечении по коор-
динатам точек ее берега. В нашей предыдущей ра-
боте предлагалось рассчитывать кривизну речного 
русла по 3-м близким точкам его берега. Поскольку 
через любые 3 точки можно провести единствен-
ную окружность, то центр (х0, y0) такой окружности 
являлся бы центром кривизны берега, а величина 
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, обратная радиусу окружности, давала бы 
его кривизну в вершине треугольника выбран-
ных точек.  Однако такой, казалось бы, простой и 
естественный способ определения кривизны, об-
ладает существенным недостатком. Поскольку ко-
ординаты (хi, yi), i = 1, 2, ..., n, близких точек берега 
определяются с некоторой погрешностью, то центр 
кривизны и само значение кривизны испытывают 
существенные (конечные) изменения при малых 
погрешностях в определении координат этих то-
чек.

С целью устранения возникающих погрешно-
стей предлагается аппроксимировать береговую 
кривую окружностью, проходящей не через 3 близ-
кие точки его берега, а через большее число n точек 
так, чтобы сумма квадратов отклонения этих точек 
от окружности была минимальной. Иными слова-
ми, для нахождения центра кривизны и самой кри-
визны предлагается использовать сплайн второго 
порядка, причем полином второго порядка сразу 
же полагается окружностью с неизвестными зара-
нее и подлежащими определения центром O (х0, y0)  
и радиусом R, то есть имеющим уравнение 
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	 (1)
Для определения неизвестных параметров (х0, 

y0, R) используется метод наименьших квадратов, 
согласно которому функция G (х0, y0, R), определяе-
мая выражением
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,	 (2)

где (хi, yi), i = 1, 2, ..., n — точки, принадлежащие бере-
гу, должна иметь минимальное значение.
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. (3)

Число n рассматриваемых точек может быть 
произвольно, однако множество этих точек должно 
удовлетворять требованию близости к центральной 
точки множества, а точней, чтобы длина дуги между 
крайними точками множества была намного мень-
ше определяемого радиуса кривизны.

Для минимизации функции G (х0, y0, R) исполь-
зуются соотношения, характерные для метода наи-
меньших квадратов:
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Условие (2) приводит к первому линейному 
уравнению для координат (х0, y0) центра окружно-
сти. Имеем:
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Условие (3) приводит ко второму линейному 

уравнению для координат (х0, y0) центра окружно-
сти. Имеем:
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Радиус Ri окружности кривизны вычисляется по 
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С помощью определителей 
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 решение системы 
(7) уравнений находится по известному правилу 
Крамера
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Таким образом, система уравнений (7) и форму-
лы (8) и (9) позволяют вычислить координаты цен-
тра O (х0, y0) кривизны береговой кривой в средней 
из n рассматриваемых близких точек этой линии и 
ее  кривизну 
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.

Алгоритм цифровой трансформации  
кривой береговой линии русла 

Пусть береговая линия характеризуется множе-
ством m точек (хi, yi), x = 1, 2, 3, ..., m, а n — некоторое 
нечетное число точек с точкой (хs, ys) в центре, где 
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Найдем центр кривизны Os (х0
(s), y0

(s)) и радиус   
кривизны береговой линии в произвольной точке 
(хs, ys).

По формулам (7)–(9) вычисляем величины х0
(s), 

y0
(s), Rs и, следовательно, кривизну 
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. Далее 
строим единичный вектор 
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 нормали к береговой 
линии в точке (хs, ys). Для этого нормируем вектор, 
идущий из центра Os (х0

(s), y0
(s)) кривизны в точку  

(хs, ys) береговой линии. Получаем:
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.	 (11)

Наконец, определяем координаты (хs)нов и (ys)нов 
точки новой береговой линии:
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Пример расчета
В качестве примера расчета приведем 600-ме-

тровый извилистый участок р. Вязёмка, тот же са-
мый, что и в нашей предыдущей работе [5]. Эта река 
является правым притоком реки Москвы между 
его устьем и Рублево-Успенским шоссе, рис. 1 (тра-
ектория русла в начальный момент времени t =  0 
изображена синим цветом). На рассматриваемом 
участке реки взяты 107 характерных точек так, что-
бы они достаточно точно аппроксимировали фор-
му русла. В локальной системе декартовых коорди-
нат с осью абсцисс, направленной вдоль шоссе, и 
началом отсчета на 23-м км, значения координат 
выделенных точек приведены в таблице 1. 

Для расчета трансформации русла в произ-
вольной точке (хs, ys), принадлежащей массиву (10), 
используем предлагаемый алгоритм нахождения 
кривизны русла по 5 точкам (n = 5), т.е. по коорди-
натам самой точки и координатам двух ближайших 
к ней точек (хs-2, ys-2), (хs-1, ys-1) и (хs+1, ys+1), (хs+2, ys+2), 
слева и справа, соответственно. 

В результате трансформации русла реки по 
предложенному алгоритму получается новый мас-
сив точек (хs', ys'), описывающих положение русла 
в последующий момент времени (к какому именно 
моменту времени относится это новое положение 
русла, определяется коэффициентом пропорцио-
нальности [5]). Результаты трансформации русла 
от исходного состояния до конечного изображены 
на рис. 1 линией коричневого цвета. Затем полу-
ченные точки (хs', ys'), использовались в качестве 
начальных для осуществления  следующей транс-
формации с тем же коэффициентом пропорцио-
нальности, в результате которой был рассчитано 
новое положение (хs", ys") русла. Результаты этой 
трансформации представлены на рис. 1 линией 
красного цвета. Из рисунка видно, что смещение 
русла от первоначального положения особенно за-
метно в точках с максимальной кривизной, причем 
в рассмотренном примере оно составляло 8–12 м.  

Можно было бы и далее продолжать этот про-
цесс, однако прежде всего следует выявить коэф-
фициент пропорциональности по данным кар-
тографического мониторинга. В приведенных 
трансформациях параметр k полагался одинако-
вым и равным 30 для всех точек русла. Однако точ-
ные его значения могут быть установлены только 
на основе данных мониторинга реальных смеще-
ний русла. 

Рис. 1. Результаты численной трансформации русла р. Вязёмка (k = 30)
Fig. 1. Results of a numerical transformation of the Vyazemka riverbed
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Вывод
Результаты расчетов по предложенному ал-

горитму позволяют сделать два наиболее важных 
вывода. Во-первых, алгоритм дает правдоподоб-
ную картину деформации русла реки. Некоторые 
разрывы в точках перегиба русла (то есть в точках, 
в которых кривизна изменяет свой знак) объясня-
ются некорректностями графопостроителя и от-
носительно большим значением коэффициента k. 

Во-вторых, выполненные расчеты показывают, что 
кривая нового русла, построенная по предлагаемо-
му алгоритму, оказывается намного более гладкой, 
чем аналогичная кривая, построенная по алгорит-
му работы [5]. Иными словами, кривизна русла, 
рассчитанная по предлагаемому алгоритму, значи-
тельно точней, чем значение, найденное по  радиу-
су окружности, проведенной через 3 точки берего-
вой линии: данную и две соседние с ней точки. 

i (хi, yi), м i (хi, yi), м i (хi, yi), м i (хi, yi), м i (хi, yi), м

1 (50,0) 23 (64,82) 45 (56,134) 67 (94,235) 89 (18,262)

2 (50,15) 24 (60,70) 46 (60,138) 68 (100,237) 90 (12,261)

3 (54,22) 25 (64,82) 47 (65,143) 69 (109,250) 91 (5,268)

4 (58,27) 26 (60,70) 48 (67,150) 70 (116,258) 92 (3,274)

5 (64,30) 27 (56,58) 49 (65,154) 71 (117,268) 93 (2,286)

6. (71,35) 28 (56,356) 50 (60,158) 72 (116,278) 94 (5,300)

7 (80,38) 29 (60,360) 51 (56,160) 73 (113,286) 95 (12,310)

8 (89,42) 30 (29,60) 52 (53,168) 74 (110,292) 96 (19,318)

9 (100,50) 31 (35,70) 53 (53,178) 75 (102,300) 97 (25,326)

10 (109,56) 32 (38,76) 54 (55,190) 76 (93,304) 98 (30,330)

11 (120,70) 33 (39,84) 55 (56,200) 77 (85,307) 99 (40,338)

12 (125,76) 34 (38,92) 56 (58,206) 78 (80,306) 100 (50,350)

13 (127,83) 35 (37,97) 57 (56,218) 79 (77,302) 101 (56,356)

14 (129,90) 36 (36,100) 58 (54,228) 80 (69,294) 102 (60,360)

15 (125,100) 37 (35,104) 59 (53,234) 81 (65,290) 103 (62,376)

16 (118,102) 38 (30,108) 60 (56,240) 82 (60,287) 104 (68,380)

17 (115,107) 39 (31,114) 61 (60,245) 83 (54,284) 105 (68,388)

18 (106,110) 40 (32,120) 62 (65,246) 84 (49,283) 106 (64,396)

19 (96,114) 41 (35,123) 63 (70,240) 85 (43,280) 107 (60,400)

20 (90,112) 42 (39,126) 64 (74,236) 86 (38,278)

21 (80,107) 43 (44,128) 65 (80,232) 87 (36,272)

22 (69,94) 44 (50,130) 66 (85,234) 88 (26,268)

Табл. 1. Точечная аппроксимация русла реки Вязёмка
Tab. 1. Point approximation of the Vyazemka riverbed)
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