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Введение
Расширение информационных возможностей 

сейсморазведки связано с многоволновым подхо-
дом к изучению строения геологического разреза 
в целом и физических характеристик комплексов 
пород в частности. При этом предполагается, что 
геологическая среда достаточно адекватно пред-
ставлена моделью однородных идеально упругих 
областей твердого тела с постоянными скоростя-
ми распространения волн каждой бегущей волно-
вой моды, взаимодействие и взаимная конверсия 
которых возможна только на границах однород-
ных твердых идеально упругих областей с плоской 
тонкой границей без проскальзывания [1]. Воз-
можность представления деформаций в идеально 
упругих средах в виде суперпозиции компресси-
онных и сдвиговых составляющих позволяет рас-

сматривать каждую из них в однородной упругой 
среде как условно независимую составляющую 
поля упругих деформаций, связь которых обуслов-
лена нарушением однородности в виде границы с 
другой упругой средой. Проявление этого эффекта 
принято рассматривать как взаимную конверсию 
монотипных составляющих волнового поля. Одна 
из базовых задач, которая возникает при таком 
подходе, — распространение сигнала в виде двух 
последовательных монотипных волн: продольной 
от источника к границе и поперечной от границы 
к пункту регистрации. Результаты косвенных из-
мерений по сейсмическим наблюдениям сигнала 
в пунктах регистрации по методу обменных волн 
позволяют связать их с физическими характери-
стиками геологической среды. В геофизике методы 
сейсмических исследований, основанные на ука-
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занном эффекте, носят названия «методов обмен-
ных волн» [2]. Задача математического описания 
указанного процесса может быть разделена на ди-
намическую и кинематическую части. Кинемати-
ческая задача построения годографов обменных 
волн рассматривалась численно или как уравнение 
годографа общей срединной точки (ОСТ PS) на ос-
нове приближенного гиперболического годографа 
с эффективной (приближенно вычисленной) ско-
ростью распространения сейсмического сигна-
ла [3]. Динамической задаче рассеяния падающего 
волнового сигнала на границе упругих областей 
с частичной конверсией волн разных типов уде-
лялось меньше внимания. Их точные решения для 
упругой среды, состоящей из двух идеально упру-
гих полупространств с плоской границей, позволя-
ют связать отношение скоростей распространения 
поперечных и продольных компонентов сейсми-
ческих сигналов с измерениями, использующими 
определение эффективных (и/или) интервальных 
скоростей обменных волн для получения значения 
скорости поперечных волн. Весь анализ намерен-
но проведен на основе пространственно-времен- 
ных представлений упругих деформаций и напря-
жений.
1. Динамика упругих волн

Свободные колебания упругой среды. Уравне-
ние свободных колебаний однородной изотроп-
ной идеально упругой среды следует из известного 
уравнения динамического равновесия для ее эле-
мента [4]
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, 	 (1.1)

где ρ — плотность упругого материала; u = u(x,t) — 
векторное поле деформаций, т. е. смещений эле-
ментов упругой среды с начальным положением x в 
эйлеровой системе координат к текущему x + u (x,t), 
а 
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— тензор напряжений, который в идеально 
упругой среде линейно зависит от тензора дефор-
маций 
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 по закону Гука и может быть представлен 
в изотропном случае с помощью двух упругих па-
раметров Ламе l, μ:
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 — след тензора деформации; 
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 —
метрический тензор, играющий роль единичного 
элемента в пространстве тензоров (см. приложе-
ние 1).

Линеаризация выражения для плотности вну-
тренних сил опирается на условия достаточной ма-
лости локальных градиентов деформации 
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, 
при которой тензор деформации Коши-Грина 
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[5] 
может быть представлен в виде линейной по полю 
векторов деформации симметричной части этого 
градиента в форме Эйлера без учета малых квадра-
тичных по градиенту вектора деформации слагае-
мых 
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 — симметричный тензор второго ран-
га. Это позволяет выразить след тензора деформа-
ций через дивергенцию векторного поля дефор-
маций:
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.	 (1.4)

Левая часть уравнения (1.1) представляет уско-
рение элемента упругой среды. В эйлеровых ко-
ординатах ускорение сопровождается движением 
этой частицы со скоростью 
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.	 (1.5)

Конвективный член 
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 в этом выражении 
может быть пренебрежимо мал по сравнению с    
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,	 (1.6)
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.	 (1.7)

Поле упругих деформаций можно представить 
в виде суммы двух векторных полей
	 u = ut + ul ,	 (1.8)
одно из которых имеет в каждой точке внутри 
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нулевую дивергенцию, 
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, второе — нуле-
вой ротор 
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. Векторное тождество для пред-
ставления дифференциального оператора Лапласа 
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 позволяет получить в этом случае
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Следовательно, в любой внутренней точке од-
нородной изотропной упругой среды должно вы-
полняться условие
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Чтобы это уравнение выполнялось в окрест-
ности любой внутренней точки идеально упругой, 
однородной, изотропной среды в любой момент 
времени в условиях его применимости, независи-
мо от того, как были возбуждены колебания дефор-
маций u(x,t), обе стороны равенства (1.10) должны 
быть тождественно равны нуль-вектору:
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 последнее уравнение экви-
валентно [4]
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.	 (1.13)

Уравнения (1.11) и (1.13) описывают компо-
ненты векторного поля деформаций как формаль-
но независимые свободные колебания. Поскольку 
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ставляют собой их векторную сумму (1.8), то при-
менение уравнений (1.11) и (1.13) ограничено усло-
виями, для которых они получены.
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2

2
 ˆ

d
dt

ρ σ= ⋅
u

∇∇   

( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ   2Sp Tr Sp gε ε σ λ ε µε= = +  

( ) ( )ˆ ˆSp Trε ε=   

( ) ( )⊗ ⋅ ⊗u u∇∇ ∇∇

( ) ( )( ) ( )  ˆ 1 1  
2 2

ε = ⊗ + ⊗ + ⊗ ⋅ ⊗ ≅ ⊗ + ⊗u u u u u u∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇  

( )ˆSp ε = ⋅u∇∇  

t
∂

=
∂
uv

( )
2 2

2 2

d
dt t

∂
= + ⋅
∂

u u v v∇∇  

( )
2 2 2

2 2 2
,     ,         d

t dt t
∂ ∂

⋅ ≈
∂ ∂

u u uv v ∇∇

( ) ( )
2

2
  Δ

t
ρ λ µ µ∂

= + ⋅ +
∂

u u u∇∇ ∇∇ .

t l= +u u u  

0t⋅ =u∇∇

0l× =u∇∇ .
Δ = ⋅∇∇ ∇∇

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Δ l t= ⋅ ⊗ = ⋅ − × × = ⋅ − × ×u u u u u u∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2
Δ 2t l

t lt t
ρ µ ρ λ µ

 ∂ ∂
− = − − + ⋅  ∂ ∂ 

u u
u u∇∇ ∇∇  

2

2
Δ 0 t

tt
ρ µ
∂

− =
∂

u
u  

( ) ( )
2

2
2 0l

lt
ρ λ µ
∂

− + ⋅ =
∂

u
u∇∇ ∇∇  

0l× =u∇∇

 ( )
2

2
2 Δ 0l

lt
ρ λ µ
∂

− + =
∂

u
u  

,    t t t
t t

f t g t v
v v

µ
ρ

    ⋅ ⋅
= − + + =         

n x n xu n  

,  1t t =n n

1 1  0 t t
t t t t

f t g t
v v v v

    ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ − − + + =       

′ ′
 

n x n xu n n  

0,  то естьt t⋅ = ⊥n n n n  

2,      l l l
l l

F t G t v
v v

λ µ
ρ

    ⋅ ⋅ +
= − + + =         

n x n xu n  

1 1 0, . . l l l
l l l l

F t G t т е
v v v v

   
′

⋅ ⋅
× = × − − + + =        

′


n x n xu n n n n∇∇  

 

.  (1.14)

Единичный вектор nt,|nt | = 1 — вектор поляри-
зации колебаний (1.14), который остается постоян-
ным и для любых ограниченных f, g условие
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 (1.15)

означает, что направление деформаций ut, парал-
лельное nt, перпендикулярно направлению n:
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.	 (1.16)
Аналогично для плоских волн, удовлетворяю-

щих уравнению (1.13),
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.	 (1.18)
Причем для плоских волн (1.14), (1.17) скоро-

сти деформаций
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	 (1.19)

при ограниченных производных f  '(.), g '(.). Анало-
гично
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.	 (1.20)

Правые части (1.17), (1.19) остаются ограничен-
ными для плоских волн в любой момент времени и 
в любой точке упругой среды, и если для них всегда 
выполняются условия (1.6), позволяющие прене-
бречь конвективной нелинейностью в выражении 
для ускорения частицы среды, то уравнения (1.11) 
и (1.13), следующие из линейного уравнения сво-

бодных упругих колебаний (1.7), описывают поле 
упругих деформаций в любой точке упругой среды.

Для сравнения можно рассмотреть сфериче-
ски-симметричные деформации с центром сим-
метрии x0. В этом случае поле вектора деформаций 
должно зависеть от r = x – x0, причем ut = 0, поэтому 
деформации представлены только радиальными 
векторами, линейные свободные колебания кото-
рых подчиняются уравнению (1.12) при выполне-
нии принятых при его выводе условий: упругий 
материал подчиняется закону Гука для изотропной 
однородной среды, локальные конвективные чле-
ны ускорения элемента среды пренебрежимо малы 
по сравнению с второй частной производной де-
формаций по времени. Для них
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Радиальная проекция лапласиана векторной 
функции (1.21), 
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, представленная в 
сферических координатах выражением в скобках 
второго уровня в (1.22), отличается от лапласиа-
на проекции вектора продольной деформации на 
радиус-вектор из центра сферической симметрии 

поля деформаций 
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» [7]. Ради-

альная векторная составляющая векторного поля 
упругих деформаций даже в случае сферически-
симметричного поля, у которого в сферических 
координатах с центром в центре симметрии поля 
отсутствуют другие составляющие, кроме ради-
альных, не может рассматриваться как скалярное 
поле, как, например, поле акустического измене-
ния давлений или плотностей флюида.

Частные решения (1.22), зависящие от спек-
тральных параметров w > 0 и с различными A, B, 
j, y для каждого w можно представить в виде рас-
ходящихся от центра симметрии и сходящихся к 
нему бегущих волн
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.	 (1.23)

Их можно рассматривать, как волны, воз-
буждаемые в совокупности нестационарными 
сферически-симметричными источниками, ло-
кализованными вокруг центра симметрии поля 
деформаций, уходящие от центра симметрии, и 
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волны, возбужденные сферически-симметрич-
ными источниками, находящимися «бесконечно 
далеко» от области наблюдения поля, бегущими к 
центру симметрии (1.23). Конечно, в конкретных 
условиях каждая из спектральных составляющих 
может иметь нулевые множители (A, B), например, 
все B = 0, и поле (1.21) состоит только из «расхо-
дящихся» бегущих сферических волн продольной 
деформации упругой среды.

Любая линейная комбинация деформаций, со-
ответствующих (1.21), (1.23), представляет сфери-
чески-симметричное поле, распространяющееся в 
виде суперпозиции бегущих волн. Ее спектральная 
составляющая удовлетворяет уравнению (1.22) в 
той области однородной изотропной упругой сре-
ды, в которой это уравнение применимо для опи-
сания ее упругих деформаций. Эта область ограни-
чена условием (1.6), из которого следует, что она 
лежит на достаточном удалении от центра сфери-
ческой симметрии поля деформаций вследствие 
быстрого возрастания функции (1.23) и ее произ-
водных при 0rω →  . Например, для расходящихся 
от центра симметрии спектральных составляющих 
поля продольных деформаций
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То есть по мере приближения к центру сфери-
ческой симметрии поля деформаций, т. е. при r  0rω →   0, 
его величина для фиксированных w возрастает, и 
условие (1.6) применимости линейных уравнений 
для них где-то перестает выполняться даже для 
идеально упругих материалов. Поэтому фундамен-
тальное решение уравнения (1.7) имеет математи-
ческий смысл в пространстве обобщенных функ-
ций, но не соответствует реальному физическому 
«точечному источнику» поля упругих деформаций. 
Для плоских волн (1.14), (1.17) эти ограничения 
соблюдаются во всем объеме линейно-упругой 
сплошной среды, если они выполняются в окрест-
ности какой-либо его точки.

Вдали от центра сферической симметрии 
спектральная составляющая поля (1.23) прибли-

женно при 

t t t
t t t t

f t g t f t g t M
v v v v

        ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂ = − + + ≤ − + + ≤   


′ ′            

′ ′


n x n x n x n xu n  

( ) ( ). , .′ ′f g .

 t l
l l

F t G t M
v v

   ⋅ ⋅
∂ ≤ − + + ≤   

  
′ ′



n x n xu  

( ),l r ru r t=u n  

( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2 2
2 2 2 2

1 2      , , 0l r
l l r l r r r r

u
v v r u r t u r t

t t r r

 ∂ ∂  − ⋅ = − ∂ ∂ − =   ∂ ∂   

u
u n∇∇ ∇∇  

( )( )r l⋅ ⋅n u∇∇ ∇∇ ,

( ) ( )( )2
2

1
Δ ,       ,r r r ru r t r u r t

r
= ∂ ∂

( )2

2 ,ru r t
r

−
 

,  ,  , A B ϕ ψ

( )
2

   
, ;   cos sin cos sin

 
l

r
l l l l l l

v r r r r r r
u r t A t t B t t

r v v v v v v
ω ωω ω ϕ ω ϕ ω ψ ω ψ

ω

                   
 = − + − − + + + + − + +                                                  

 

( ) ( ) ( )( )
( )

2
 

2 3 22

2

, ;   , ;  
, ;

t r r t r l

tt r

u r t u r t Av
u r t r

t

ω ω

ω ω

⋅ ∂ ∂ ∂
= ∝

∂∂
∂

v v

u

∇∇
 

( )0/ / 1l lr v r r vω δ ω= +  и 
0

1
r

r
δ
 ,

0r r≅ ,   

( ) 0

0

, ;  cos  ,  
 
l

r
l

r r v
u r t C t C A

v r
δ

ω ω ϕ
ω

  +
≈ − + =     

 

0 / 1min lr vω 

0  l c maxr v T  

1 2x xt t∈Γ ∈Γ
∂ = ∂u u  

1 x 2 xˆ ˆσ σ∈Γ ∈ΓΓ Γ⋅ = ⋅n n  

11
1 1 1

1 1

,       tl
l l t tr lt

l t

f t R f t
v v

−+
+ + − −    ⋅⋅
= − = −     

   

n xn x
u n u n  

10 1l
+

Γ< ⋅ ≤n n :

( )1 2 2 2 2
1 2 1

1 2 1 1 1

;  ; ; ;  arccos     0,  
2

t t l l
l

l l l l

v v v v
N Z

v v v v
ρ πγ γ ϕ
ρ

+
Γ

 = = = = = ⋅ ∈   
n n  

( )1 2, , , ,lt ltR R N Zγ γ ϕ− −=

( )1 2, , , ,0 0ltR N Zγ γ− = .

2,  s t p lV v V v
µ λ µ
ρ ρ

+
= = = =

 

 т. е. 

в окрестностях точек сферы 
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, принимает вид 
почти плоской волны с почти постоянными зна-
чениями C, j, зависящими от r0, vl, w. Локально это 
означает пренебрежение эффектами расхождения, 
который глобально на всем пути распространения 
сигнала, конечно определяется на основе (1.23). 
Например, для спектральной составляющей волны, 
бегущей в сторону возрастания r:
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 (1.25)

Выводы (1.24), (1.25) обобщаются на суперпо-
зицию гармонических спектральных составляю-

щих поля деформаций при условии существования 
нижней границы спектра составляющих wmin, т. е. 
w ≥ wmin. При этом спектральные составляющие поля 
деформаций локально правомерно рассматривать 
в виде плоских продольных волн. Спектральный 
параметр w возникает при разделении перемен-
ных в уравнении (1.22) и имеет смысл величины, 
обратной характерному времени Tc изменения ве-
личины ur (r,t), например, вблизи фронта сигнала в 
окрестностях поверхности, отделяющей невозму-
щенную область среды от области, вовлеченной в 
причинно-обусловленные заданным источником 
деформации. Поэтому условие 
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соот-

ветствует удалению от центра сферической сим-
метрии поля деформаций, на котором его можно 
рассматривать приближенно как уже почти «пло-
скую» волну, и связано с пространственной про-
тяженностью, определяемой его длительностью и 
скоростью распространения vl:
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Динамические характеристики продольных 

упругих волн, рассеянных на границе однородных 
упругих сред в виде поперечных составляющих от-
раженного волнового поля, определяются коэффи-
циентом конверсии и его угловой зависимостью, 
т. е. индикатрисой рассеяния.

Далее рассмотрим плоские границы дефор-
мируемых сплошных сред. Если упругая одно-
родная среда не безгранична, то в однородных 
локально изотропных областях необходимо ис-
пользовать уравнение деформаций, эквивалентное 
(1.7). В простейшем случае неоднородности в виде 
контакта без проскальзывания двух однородных 
изотропных полупространств вдоль плоской «бес-
конечно тонкой» границы связь упругих деформа-
ций на плоской границе G с общей единичной нор-
малью nГ в любой ее точке состоит из:

1. Кинематических условий — непрерывности 
деформаций, следовательно, скоростей деформа-
ций на границе без проскальзывания
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,	 (1.27)
2.	 Динамических условий — непрерывности 

напряжений

	 1 x 2 x  ˆ ˆ .σ σΓ ∈Γ Γ ∈Γ⋅ = ⋅n n  

 

	 (1.28)
Нестационарные упругие колебания, распро-

страняющиеся в виде бегущих плоских волн (1.14), 
(1.21) в каждой из граничащих сред, на границе 
должны удовлетворять условиям (1.27), (1.28) со-
отношениям [8, 9]. Для случая падения продольной 
плоской бегущей волны 
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, распространяющейся в 
упругой среде «1» в направлении 
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 в сторону пло-
ской границы G с упругой средой «2», отраженная 
поперечная волна 
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 — имеет SV-поляризацию 
ntr в плоскости {
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 и пропорциональна на границе G 
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. (1.29)

Коэффициент конверсии 
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  определяется из 
граничных условий (1.27), (1.28) вместе с безраз-
мерными коэффициентами отражения для про-
дольной волны llR−  , прохождения для продольной и 
поперечной волн, уходящих от границы в среду «2», 
и может быть представлен в виде функции от без-
размерных параметров, которые можно выбрать, 
например, следующим образом при 
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.	 (1.30)

Первые три — отношения указанных фазовых 
скоростей, причем g1 и g2 являются внутренними 
характеристиками упругих свойств каждой сре-
ды. Параметры N, Z характеризуют относительные 
свойства граничащих упругих сред: N является по-
казателем преломления плоских продольных волн 
при переходе из среды «1» в среду «2», параметр 
Z — отношение импедансов плоских продольных 
волн в граничащих упругих средах, j — угол паде-
ния продольной волны 
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 на плоскость G. То есть 
(полное выражение приведено в приложении 2) ко-
эффициент конверсии продольной падающей вол-
ны в «отраженную» поперечную — функция пяти 
безразмерных параметров:
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.	 (1.31)
Причем всегда при j = 0 коэффициент конвер-

сии 
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.
Параметры, характеризующие остальные со-

ставляющие рассеянного на плоской границе упру-
гих полупространств для идеально упругих сред, 
также известны и следуют из результатов [8, 9].

2. Кинематика сейсмических 
обменных PS-волн

В сейсмических задачах принято отождест-
влять первичные (primary — P) и вторичные 
(secondary — S) сейсмические сигналы регистриру-
емые от одного источника с пакетами продольных 
и поперечных волн, распространяющихся в одно-
родных изотропных упругих средах в соответствии 
с (1.11), (1.12). В этом случае, если геологическая 
среда достаточно однородна и изотропна с точки 
зрения ее сейсмических свойств, для соответству-
ющих скоростей распространения принимаются 
выражения, справедливые в однородных изотроп-
ных идеально упругих средах (1.14), (1.17):
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Это соответствие справедливо в той мере, в 
которой условия распространения сейсмических 
сигналов в геологических средах соответствуют 
линейной модели распространения малых упругих 

колебаний в виде бегущих волн в идеально упругих 
однородных изотропных средах.

Отношение Vs⁄Vp значительно различается для 
разных типов горных пород. В работе [10] приве-
дены результаты определения упругих параме-
тров 678 пород земной коры при гидростатических 
давлениях ~1 ГПа. При этом автор статьи исполь-
зовал опубликованные разными авторами по воз-
можности наиболее точные измерения Vs⁄Vp для 
косвенного определения коэффициента Пуассона 
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 из соотношения:
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Для наших дальнейших оценок достаточно 
отметить, что приведенные результаты для Vs⁄Vp 
различных горных пород лежат внутри интервала 
[0,459, 0,668] как показано в результатах лабора-
торных измерений для различных горных пород 
в [11]. Можно округленно принять, что это отноше-
ние для рассмотренных горных пород лежит в ин-
тервале [0,46, 0,67].

Для грунтов данные по величине коэффици-
ента Пуассона приведены в табл. 1 [12]:

Таблица 1  

Table 1 

Грунты
Коэффициент попереч-

ной деформации ν  
(коэффициент Пуассона) 

Крупнообломочные 0,561
Пески и супеси 0,535–0,480
Суглинки 0,480–0,454
Глины при показателе 
текучести 
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где W — естественная 
влажность грунта;  
Wp — влажность, при ко-
торой грунт твердеет или 
теряет связность;
WL — влажность, при кото-
рой грунт начинает «течь»:

0
0 < IL ≤ 0,25
0,25 < IL ≤ 1

0,612–0,535
0,535–0,440
0,440–0,302

Примечание: меньшие значения применяют 
при большей плотности грунта.

Они получены в условиях вблизи дневной по-
верхности, но могут, видимо, рассматриваться как 
оценочные значения для верхней части сейсмиче-
ских разрезов.
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Используя связь коэффициентов Пуассона с 
отношением Vs⁄Vp  (2.2), для изотропного упругого 
тела можно найти на основании данных табл. 1 ве-
личины, приведенные в табл. 2.
Таблица 2  
Table 2

Грунты Vs ⁄Vp  
Крупнообломочные 0,561

Пески и супеси 0,535–0,480
Суглинки 0,480–0,454
Глины при показателе 
текучести IL:

0
0 < IL ≤ 0,25
0,25 < IL ≤ 1

0,612–0,535
0,535–0,440
0,440–0,302

То есть значения Vs⁄Vp по этим данным лежат в 
диапазоне [0,3, 0,612].

Из приведенных данных можно заключить, 
что при достаточно общих предположениях в ре-
альных условиях горные породы, обладающие 
упругими свойствами изотропных упругих мате-
риалов, характеризуются при распространении в 
них упругих волн деформаций и напряжений от-
ношением (фазовых) скоростей поперечных (сдви-
говых) и продольных (компрессионных) плоских 
волн, заведомо лежащих в интервале [0,2, 0,7]. Ча-
сто используемое в качестве «среднего» значения 
этой величины для горных пород число 1 / 3 1 / 1.732 0.577≅ =   ≌ 
≌ 1/1,732 = 0,577 лежит, очевидно, внутри этого ин-
тервала, но сам экспериментально наблюдаемый 
интервал включает в себя значения, существенно 
отличающиеся от него. Сама величина 1 / 3 1 / 1.732 0.577≅ =   воз-
никает как результат применения «гипотезы Пуас-
сона», предполагающей, что в упругом материале 
упругие параметры Ламе имеют равные величины, 
т. е. тогда
	 l = μ,	 (2.3)
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Очевидно, что для реальных горных пород и 
грунтов гипотеза Пуассона далеко не всегда выпол-
няется.

Из сказанного выше следует, в частности, что 
параметры g1 и g2  (1.32) должны определяться как
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Причем второй параметр входит в число пара-
метров, влияющих на динамику рассеяния упругих 
волн (1.31), но не оказывают влияние на кинемати-
ку распространения сигналов в среде «1».

В случае, когда источник сейсмических сиг-
налов образует механически замкнутую систему 

с упругой средой, полный механический импульс 
и момент импульса в такой системе не могут изме-
няться при возбуждении сейсмических волн таким 
источником. Рассмотренный выше случай сфери-
чески-симметричного поля продольных волн де-
формаций, возбужденных некоторым источником 
или источниками, полностью удовлетворяет этим 
условиям, поскольку полный механический им-
пульс и момент импульса такого поля деформаций 
всегда равны нулю, а энергия может быть обеспе-
чена химическими, электромагнитными и прочи-
ми немеханическими источниками. На достаточ-
но большом расстоянии сигнал с ограниченным 
спектром практически мало отличается от пло-
ской продольной волны, поэтому его взаимодей-
ствие с плоской границей может быть рассмотрено 
с этой точки зрения. Для возбуждения поперечных 
составляющих поля деформаций в покоящейся 
сплошной среде необходимы внешние источники 
механического импульса и/или момента импульса 
[13]. Поэтому их рассмотрение в качестве первой 
монотипной волны, переносящей сигнал от источ-
ника к границе раздела упругих сред, менее инте-
ресно. 

Таким образом, наибольший методический 
интерес при рассмотрении распространения сиг-
налов в виде комбинации монотипных волн: P и 
S с конверсией на плоской границе двух упругих 
сред представляет задача, в которой до границы 
сигнал переносится в виде P-волн, а от нее к пун-
кту регистрации — в виде S-волн. Оценка первой 
из них производится в процессе стандартной об-
работки сейсмограмм продольных волн МОВ-ОСТ. 
Для получения скоростных характеристик обмен-
ных волн, как правило, осуществляется формиро-
вание специальной выборки трасс, основанной на 
знании отношения g = Vs⁄Vp (или переборе его зна-
чений). При этом достигается взаимная идентифи-
кация продольной и обменной волн, отраженных 
от одной и тот же границы [14]. Решение задачи 
идентификации волн существенно упрощается 
на глубинных разрезах, получаемых независимо 
по продольным и обменным волнам. Однако для 
этого необходима оценка Vост для обменных волн 
(Vост-ps). В работе [2] рассматривается возможность 
построения подобной оценки на основе гипербо-
лического приближения годографа обменной вол-
ны. Эффективность ее использования при обработ-
ке реальных материалов МВС показана в работе 
[15], в которой на ее основе определяются значе-
ния интервальных скоростей обменных волн, как  
Vост-ps, так и интервальных — Vинт-ps, строится пред-
варительный глубинный разрез по PS-волнам, а за-
тем пересчет Vинт-ps в интервальные скорости S-волн 
Vинт-s с учетом аналогичных значений по продоль-
ным волнам. Полученные оценки Vинт-s уточняются 
в процессе глубинной миграции сигналов обмен-
ных волн. 
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Ниже рассматривается решение задачи опре-
деления Vост-ps и Vост-s на основе построения лучшего 
по точности приближения гиперболического годо-
графа обменной волны при условии, что взаимная 
конверсия монотипных волн возможна только на 
границах однородных областей. Границы одно-
родного упругого слоя принимаются горизонталь-
ными или близкими к ним. На рис. 1 в точках S и 
G на дневной поверхности расположены источник 
и приемник сигналов, а R' и R — точки конверсии 
падающих волн в отраженные другого типа, для 
которых время распространения сигналов от S к G 
формально совпадает. В силу приведенных выше 
соображений далее рассмотрим путь SRG, на кото-
ром от источника до границы упругих сред сигнал 
распространяется в виде продольной волны. Если 
рассматривать источник сигнала и окружающую 
его среду как механически замкнутую динамиче-
скую, что справедливо при условии, что действие 
стационарных внешних сил на среду полностью 
уравновешено статическими деформациями сре-
ды, а импульсный источник выделяет энергию, 
часть которой расходуется на механические дефор-
мации окружающей среды, порождающие в линей-
но-упругой зоне сейсмические волны, то полный 
механический импульс и момент импульса всей 
системы не может измениться. Поэтому такой ис-
точник не может породить сдвиговые (поперечные) 
волны. Это позволяет в дальнейшем рассматривать 
только сигналы, первоначально представленные в 
виде продольных волн, частичная конверсия кото-
рых в поперечные волны может происходить толь-
ко при взаимодействии с акустически контрастной 
границей с другой упругой средой. Для обменно-
го сигнала PS это соответствует самому быстро-
му пути распространения сигнала по линии SRG 
на рис. 1. Дальнейшее исследование кинематики 
сигналов только в «верхней» на рисунках упругой 
среде позволяет не указывать у соответствующих 
параметров индекса среды, т. е.
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Расстояние от пункта излучения до пункта 
приема

	 L = SG =H tgφ + H tgαt =
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Время распространения сигнала по выбранно-
му пути SRG
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Уравнения (2.7) и (2.8) образуют вместе систе-
му уравнений, параметрически задающих зависи-

мость t(L), т. е. лучевой PS-годограф для поставлен-
ной задачи [16, 17].

Общим параметром служит угол падения j 
продольной волны на плоскую границу, который 
входит только в виде аргумента синуса от этого 
угла. Практически для угла падения выполняют-
ся ограничения 0 < j ≤ jm < π/2. Соответственно,  
0 < sinj ≤ sinjm < 1. Максимальный угол падения 
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Уравнения (2.7), (2.8) можно перевести в уни-
версальную безразмерную форму для безразмер-
ных переменных, введенных следующими отноше-
ниями:
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Рис. 1. Геометрическая постановка задачи 
Fig. 1. Geometric formulation of the problem

Рис. 2. Двухслойная эквихронная модель 
Fig. 2. Double layer equichronous model
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Все величины в (2.10), (2.11) могут иметь дей-
ствительные и строго положительные значения. 
Универсальный безразмерный годограф, т. е. за-
висимость t (V) для поставленной задачи, требует 
решения (2.11) относительно p как функции (V,g ) 
и ее подстановки в (2.10), исключая этот параметр 
из системы уравнений. Обычно авторы ограничи-
ваются построением приближенных выражений [3] 
вместо явного полного решения этой алгебраиче-
ской задачи. По теореме Абеля-Руффини [18] общее 
алгебраическое уравнение степени n ≥ 5 неразре-
шимо в радикалах. Уравнения 4-й степени такие 
решения имеют. В приложении 3 показаны резуль-
таты решения (2.11), которое построено с помощью 
сведения задачи к вспомогательному алгебраиче-
скому уравнению 4-й степени для величины (t 2 ) 
и последующему отбору единственного действи-
тельного решения, удовлетворяющего наложен-
ным на параметры ограничениям, позволяющим 
отбросить посторонние корни:
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В используемых безразмерных переменных 
соответствующий гиперболический годограф име-
ет вид
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Приравнивая t =t h, получим уравнение для 
связи g * с (z,g ) и определения g  через (z,g *):
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Используя алгебраически точное решение за-
дачи (2.10), (2.11), полученное как описано в прило-
жении 3 для выражения безразмерного годографа 
t (z,g ), из (2.14) можно получить зависимость вели-
чины g =g (z,g * ), т. е. связать ее с непосредственно 
измеряемыми величинами z, g *. На рис. 3 результа-
ты вычислений показаны в виде графиков, каждая 
из кривых соответствует различным значениям 
z ∈[0,01, 4,01], монотонно возрастающим от верх-
ней на графиках линии к нижней.

Отличие гиперболических годографов (2.14) от 
годографов, полученных с помощью точных реше-
ний (2.10), (2.11) (приложение 3) показано для не-
которых значений g  на рис. 11.

Как уже было указано, приz →+0 волновая вза-
имная конверсия продольных и поперечных волн 
исчезает, но в геометрическом рассмотрении су-
ществует формальный предел
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Он физически не соответствует никаким об-
менным годографам, но дает возможность оценить 

Рис. 3. Графики зависимости точного значения γ для одно-
родной изотропной упругой среды от величины γ  * для 
0,01< ζ <4,01, определенной с помощью метода интервальных 
скоростей для двухслойной модели рис. 2. Красная вертикаль 
отмечает значение γ  *= 1/3 @ 0,33(3)
Fig. 3. Plots of the exact value of γ vs the value of γ  * for 0,01< ζ <4,01 
for a homogeneous isotropic elastic medium, determined using the 
interval velocity method for a two-layer model shown in the fig. 2. 
The red vertical line marks the value γ  *=1/3 @ 0,33(3)

правильность положения нижней левой точки гра-
фиков g =g (z,g *). Значению g = 0,2 по формуле (2.15) 
соответствует g* = 1/3 ≌ 0,33(3). Расчет для доста-
точно малой величины z = 0,01, ввиду того, что при 
z = 0 точная формула для годографа содержит син-
гулярные элементы и вычисление по ней t (0,g ) не 
имеет смысла, но формальный предел (2.10), соот-
ветствующий sinφ → 0, 
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, хорошо 
согласуется с этим предельным результатом, как 
видно на рис. 3. В размерном виде из (2.15) эквива-
лентно V* = 2VsVp  /(Vs+Vp). С помощью зависимости, 
графики которой представлены на рис. 3, можно 
на основе измеренных значений величин L, H, Vp, 
V* = Vps определить
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	 (2.16)

и тем самым решить поставленную задачу.
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Рис. 5. Зависимость γ = Vs /Vp от величины безразмерного вре-
мени распространения сигналов t =tVp /H для удалений пункта 
регистрации от источника сигнала с фиксированными значени-
ями ζ = L/H = 0,5;0,7;1;1,5;2
Fig. 5. Dependence of γ = Vs /Vp vs the dimensionless traveltime of 
signal propagation t = tVp /H at offsets of the registration point 
from the signal source at fixed dimensionless values ζ = L/H = 
= 0,5;0,7;1;1,5;2

Рис. 4. Сдвиг точки конверсии (R на рис. 1) от средней точки (M на рис. 1, 2) в безразмерных значениях m = RM/H от ζ = L/H при 
различных значениях γ = Vs /Vp

Fig. 4. The shift of the conversion point (R in fig. 1) from the midpoint (M in fig. 1, 2) as dimensionless values m = RM/H vs ζ = L/H for 
different values γ = Vs /Vp 

Еще один вопрос, который можно разрешить на 
основе полученных результатов, — это вычисление 
смещения точки конверсии (точка R на рис.1) от 
срединной точки (точка M). В безразмерных вели-
чинах это 
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.	 (2.17)

Результаты вычислений для различных значе-
ний g представлены на рис. 4.
Определение g = Vs /Vp по измерениям на фикси-
рованных удалениях «источник–приемник»

Знание зависимостиt = t (z,g) дает возможность 
по выделенным на сейсмограммах моментам при-
хода сигналов к сейсмоприемникам на известном 
удалении от источника сигнала определить g по 
измеренным интервалам t. Благодаря гладкой не-
прерывной зависимости сечения точно построенной 
поверхности t (z,g) для фиксированных значений 
z легко аппроксимируются с достаточно высокой 
точностью.

На рис. 5 представлен их вид для z = L/H = 0,5; 
0,7;1;1,5;2. Это позволяет определить g  по резуль-
татам регистрации конверсионного сигнала, вы-
деленного для удаления пункта регистрации, при 
котором конверсионный сигнал достаточно интен-
сивен и может быть зарегистрирован при хорошем 
отношении сигнал/помеха. 
Обсуждение результатов

1. Отвлекаясь от проблем определения и коррек-
ции статических поправок, предложенные решения 
по описанию годографов обменных отраженных 
волн для условий залегания границ, близких к го-
ризонтали, обеспечивают оценку параметра g при 
наличии определенных для нее по результатам 
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обработки и интерпретации наблюдений по про-
дольным волнам глубины отражающей границы и 
значения скорости, рассматриваемой как скорость 
продольных волн. 

2. По особенностям изменения коэффициентов 
отражения в зависимости от угла падения про-
дольной волны или удалений может быть выбран 
диапазон последних, обеспечивающий получение 
наилучшего отношения сигнал/помеха для искомой 
обменной волны.

3. 	Только для удалений, меньших 1-1,5 глубины 
границы и g ≥ 0,5, годограф обменной волны может 
быть с приемлемой точностью аппроксимирован 
гиперболой, по скоростной характеристике кото-
рой может быть получена оценка минимального 
значения скорости поперечной волны. С ее учетом, 
в свою очередь, сокращается диапазон переборов 
параметра g, а при переходе к слоистой среде — она 
позволяет получить приближение интервальной 
скорости поперечной волны, как это сделано в [15].

4. При использовании стандартных средств об-
работки в процессе получения спектров скоростей 
и последующего построения временных разрезов 
обменных волн для повышения отношения сигнал/
помеха возможна совместная обработка сейсмо-
грамм в окрестности общей срединной точки (ОСТ) 
на базе ±0,2 глубины границы.
ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Используемые тензорные обозначения [19]:
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Коэффициент конверсии 
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.	 (П2.1)

С помощью (П2.1) можно записать коэффициент 
конверсии 
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 в виде см. П2.2, П2.3

Рис. 6 Диаграмма направлений распространения и поляриза-
ций плоских волн при рассеянии продольной падающей вол-
ны на плоской границе двух упругих полупространств
Fig. 6 Diagram of propagation directions and polarizations of plane 
waves at scattering of a longitudinal incident wave on a plane 
boundary of two elastic half-spaces
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Примечание. При N >1 существует критический угол 
падения φcr, для которого возможно достижение 

βl = βlcr = π ⁄ 2, sinβlcr = 1, т. е. 
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. 

Это значит, что математическая модель падения на 
бесконечную плоскую границу упругих сред сигнала 
в виде продольной волны с бесконечным плоским 
фронтом имеет физический смысл углах падения 
φ∈[0,φcr ]. Формально бóльшие, чем φcr , углы падения 
должны порождать в среде «2» сигнал, опережающий 
движение линии пересечения фронтом падающей 
волны границы упругих сред, и порождать в среде 
«1» неоднородную «головную волну», опережающую 
линию пересечения плоским фронтом падающего 
сигнала первой плоской границы пачки. При бес-
конечной границе и бесконечном плоском фронте 
сигнала начало этого процесса уходит в «бесконеч-
ное прошлое». Что приводит формально к тому, 
что в любой конечный момент времени «головная 
волна» в среде «1» бесконечно опередила бы линию 
пересечения фронтом сигнала этой границы, — т. е. к 
нарушению принципа причинности. Таким образом, 
углы падения, превышающие критический, не имеет 
смысла рассматривать в рамках данной математиче-
ской нестационарной модели. Это отличает ее от рас-
смотрения стационарного отражения/преломления 
бесконечной монохроматической плоской волны 
на плоской границе, для которой при v2 > v1 полу-
чают экспоненциально затухающее гармоническое 
стационарное волновое поле по нормали к границе 
вглубь высокоскоростной среды и суперпозицию 
отраженных и неоднородных «головных» волн в 
низкоскоростной среде. Таким образом, матема-
тическая модель сигнала в виде продольной волны
с плоским фронтом, падающего на плоскую грани-
цу двух упругих сред, применима при достаточном 
удалении от импульсного источника (см. 1.26) и с 
учетом ограничения на углы падения φ∈[0,π⁄2] при 
N <1 или φ∈[0,φcr ] при N >1.

ПРИМЕР для N >1.
Пусть Vp1 = 2 400 м/с, Vp2 = 4 300 м/с, Vs2 =2 580 м/с, 

ρ1 = 2 200 кг/м3, ρ2 = 2 500 кг/м3.

Рис. 7 Контурный график поверхности 
Rconv(γ,φ) = ltR−−

 

(γ1,γ2 = 0,6, N = 1,792, Z = 1,577, φ)
Fig. 7 Contour plot of the surface 
Rconv(γ,φ) = ltR−−

 

(γ1,γ2 = 0,6, N = 1,792, Z = 1,577, φ)

(П2.2)
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Этим параметрам соответствуют значения 
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, фиксируя кото-

рые, можно рассмотреть коэффициент конверсии 
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 как функцию от γ1, φ, контурный 
график поверхности которой представлен на рис. 7.

Из рис. 7 видно, что коэффициенты конверсии 
для принятых параметров имеют для любых зна-
чений γ = γ1= Vs1/Vp1 интервала [0,2, 0,7] наибольшие 
значения при углах падения φ ≈ 23°–27°, — т. е. в 
достаточно узком интервале углов. Можно выбрать 
фиксированный угол, например φ = 25°.5 лежащий 
в этом интервале, и рассчитать зависимость (без-
размерного) времени прихода PS-сигнала для этого 
угла падения от величины γ. Она показана на рис. 8.

Наконец, на основании функциональной связи 
величины γ от времени прихода сигнала от импульс-
ного источника к пункту регистрации на заданном 
удалении (ее график представлен на см. рис. 5) мож-
но определить величину γ, используя наблюдения с 
достаточно хорошим отношением сигнал/помеха.

;

.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3
Алгебраически точное решение уравнения (2.11) 

для p = p(ζ,γ) является положительным квадратным 
корнем из корня уравнения 4-й степени относитель-
но p2, которое получено из (2.11) последовательным 
исключением радикалов с помощью их уединения 
и возведения получающихся уравнений в квадрат. 
Для исключения появившихся посторонних корней 
отобрано единственное решение, которое удовлет-
воряет физически критериям (действительный, по-
ложительный и дающий точку конверсии со стороны 
пункта регистрации, т. е. как точка R см. рис 1) 
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Для компактификации записи использованы 
символы Ai для выражений, содержащих (ζ,γ):
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Рис. 9. Универсальный безразмерный годограф обменных PS-
сигналов в зависимости от γ = Vs /Vp и ζ = L/H
Fig. 9. Universal dimensionless traveltime of the PS-mode-converted 
signals vs γ = Vs /Vp and ζ = L/H
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Безразмерный годограф τ =τ(ζ,γ) получен с по-
мощью этого точного решения для p = p(ζ,γ) при 
его подстановке в (2.10). Общее представление 
о зависимости τ(ζ,γ) дают рис. 9, 10. Все символь-
ные вычисления выполнены с помощью системы 
компьютерной алгебры (“Computer Algebra System”).

В области значений ζ близких к нулю, годо-
графы имеют формальный смысл, поскольку фи-
зические коэффициенты конверсии при отвесном 
падении плоских волн на плоскую границу стре-
мятся к 0. Выделен годограф, соответствующий 
γ = 1/√3, т. е. выполнению гипотезы Пуассона.

Можно сравнить результаты точного вычисле-
ния годографа с часто применяемым гиперболи-
ческим годографом, который в безразмерном виде 
может быть представлен как
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Как и следовало ожидать, чем ближе отношение 
γ  к 1, тем меньше расхождение точного и прибли-
женного гиперболического годографов и тем дальше 
по ζ  оно становится значительным. Особенно суще-
ственным это расхождение становится при γ <0,5 
и удалениях ζ >1.

Рис. 8. Безразмерное время прихода сигнала, падающего 
в виде плоской продольной волны под углом φ = 25°.5 на пло-
скую границу и рассеянного в поперечную волну, регистри-
руемую в точке, лежащей на плоскости, параллельной этой 
границе
Fig. 8 Dimensionless arrival time of a signal incident as a plane 
longitudinal wave at an angle φ = 25°.5 on a plane boundary and 
scattering into a transverse wave taken at a point lying in a plane 
parallel to that boundary
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Рис. 10. Годографы в безразмерных величинах ζ = L/H, τ = (tVp)/H для различных значений γ = Vs /Vp

Fig. 10. Traveltime plots presented with dimensionless values ζ = L/H, τ = (tVp)/H for different values of γ = Vs /Vp 

Рис. 11. Точные и гиперболические годографы для значений γ  0,2, 0,4, √3/3, 0,7
Fig. 11. Exact and hyperbolic (“Hyp”) dimensionless traveltime plots for some values of γ  0,2, 0,4, √3/3, 0,7
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