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Аннотация. В статье предлагается метод повышения точности определения текущих координат подвижного 
объекта, движущегося по локсодромической траектории, за счет аналитического трехмерного проецирования 
его координат, определенных по навигационным измерениям в условиях интенсивных помех, на траекторию 
его истинного движения. Приводятся результаты проверки эффективности использования предложенного 
метода, которая проводилась путем численного моделирования описанных в работе алгоритмов опреде-
ления координат объекта на локсодромической траектории по зашумленным навигационным измерениям. 
Результаты свидетельствует о возможности эффективного использования предложенного подхода.
Ключевые слова: аналитическое трехмерное проецирование координат, геоинформационные системы, 
интенсивные помехи, локсодромическая траектория, навигационные измерения.
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Precise positioning is known as a loxodrome on a trajectory on navigation measurements with intense noise
Abstract. The article proposes a method of improving the accuracy of determining the current coordinates of a 
moving object moving along a loxodromic trajectory by analytical three-dimensional projection of its coordinates 
determined by navigation measurements in conditions of intense interference on the trajectory of its true motion. 
The results of testing the efficiency of the proposed method, which was carried out by numerical simulation of 
the algorithms described in the work of determining the coordinates of the object on the loxodromic trajectory 
on noisy navigation measurements. The results indicates the possibility of effective use of the proposed approach.
Keywords: analytical three-dimensional projection coordinates, geographic information systems, interference, 
known as a loxodrome path, navigation measurement.
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Введение
В рамках утвержденной Правительством РФ 

Программы «Цифровая экономика Российской Фе-
дерации» большое внимание уделяется решению 
вопроса обеспечения потребностей граждан, биз-
неса и власти в части пространственных данных и 
данных ДЗЗ из космоса. При анализе потребностей 
цифровой экономики в этой сфере можно выявить, 
что ключевые позиции занимает получение сведений 
о движущихся объектах с применением инноваци-
онных технологий определения их местоположения 
с последующим отображением на геоподоснове. В 
настоящее время большое число видов транспортных 
средств движется по известным с высокой точностью 
пространственным траекториям – автомобильный, 

железнодорожный транспорт, самолеты гражданской 
авиации и пр. При этом очевидно, что использо-
вание дополнительной информации о траектории 
движения объекта существенно увеличивает точ-
ность определения его навигационных параметров 
[1-7]. Для численно-аналитического описания тра-
екторий движения таких объектов и отображения 
их на геоинформационной подоснове, задаваемой 
в цифровом виде электронных карт, используется, 
как правило, их интервальная аппроксимация или 
локсодромическими, или ортодромическими траек-
торными отрезками [4-10]. При подобном задании 
траектории точность определения местоположения 
объекта может быть существенно увеличена за счет 
проецирования точки его текущего местоположения, 
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определенной по зашумленным измерениям навига-
ционной системы, на соответствующий траекторный 
отрезок. Но при описании траектории ортодромией 
необходимо знать координаты конечной точки ап-
проксимирующего отрезка и контролировать точное 
время ее прохождения, что в ряде случаев может 
оказаться трудновыполнимо. В этом отношении 
аппроксимация траектории локсодромическими от-
резками оказывается более эффективной, т.к. здесь 
достаточно знать, помимо координат начальной 
точки, только текущий азимутальный угол, кото-
рый достаточно просто контролируется бортовыми 
средствами измерения [11, 12]. В связи с этим, 
оказывается актуальным решение задачи точного 
трехмерного проецирования координат подвижного 
объекта, определенных по зашумленным измере-
ниям навигационной системы, на истинную про-
странственную траекторию его движения при ее ап-
проксимации локсодромическими отрезками. Далее 
решение этой задачи проведем для двух случаев опи-
сания траектории движения подвижного объекта –  
в географической и геоцентрической (гринвичской) 
0ξηζ системах координат (рис. 1) [2, 11, 12].

Постановка задачи
Для решения поставленной задачи сформу-

лируем ее как задачу определения географических  
(λ, φ) или, соответственно, геоцентрических (ξ, η, ζ) 
координат точки пересечения D кратчайшей линии, 
проведенной на сфере Земли из точки C текущего 
местоположения подвижного объекта, определенной 
по измерениям навигационной системы, с локсо-
дромической траекторией FG, аппроксимирующей 
текущий интервал траектории его движения (рис. 1). 

Решение задачи в географической 
системе координат

Так как кратчайшая линия СD, проведенная 
на сфере Земли из точки C с координатами (λ1, φ1), 
определенными по измерениям, до точки пересече-
ния D с искомыми координатами (λ, φ) с траекторией 
FG, является ортодромией, то ее длина d определя-
ется известным выражением [2, 11]:
 cosd = sinφ ∙ sinφ1+ cosφ ∙ cosφ1 ∙ cos(λ1 – λ). (1) 

При последующем решении учтем, что коор-
динаты (λ, φ) точки D принадлежат локсодромии, для 
которой справедлива их аналитическая зависимость:
 ,  (2)

где λ – текущая долгота подвижного объекта, λ0 – 
начальное значение долготы отрезка траектории с 
постоянным известным курсовым углом А (долго-
та точки начала движения), φ – текущая широта, 

= const, φ0 – начальное значение 
 
широты отрезка траектории с постоянным извест-
ным курсовым углом А.

Для определения значения переменной φ, 
обеспечивающего минимальное значение функции 
cosd – т.е. минимальную длину ортодромического 
отрезка СD, продифференцируем (1) по φ, имея 

при этом в виду, что , и приравняем 
 
полученное выражение к нулю:

   (3)

Решение уравнения (3) возможно только с 
использованием численных методов, что на сегод-
няшний день хотя и не вызывает трудностей, но не 
во всех практических случаях оказывается удоб-
ным. С этой целью линеаризуем левую часть (3)  
в окрестности некоторого значения широты φ* (вы-
бор которого проанализирован ниже), имея в резуль-
тате следующее уравнение:

 N(φ1, λ1, φ*, A) + M(φ1, λ1, φ*, A)∆φ = 0,

где ∆φ = φ – φ*, φ – искомое значение широты;

Рис. 1. Траектория движения подвижного объекта

Fig. 1. The trajectory of the moving object
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.

Так как точность решения данного уравнения

 
определяется степенью близости выбранной точки 
линеаризации φ* к истинному значению широты φ, 
то рассмотрим два варианта такого выбора. 

К первому варианту отнесем случай малых 
помех измерения, когда измеренное значение φ1 
незначительно отличается от φ (не более угловой 
секунды). Здесь можно положить φ* = φ1 и записать 
искомое решение следующим образом:

 .  (4)

Во втором варианте помехи измерения считаем 
достаточно интенсивными φ (единицы и более угло-
вых секунд), поэтому в качестве точки линеаризации 
выбираем значение истинной широты, определенное 
на предыдущем, (k−1)-м, шаге вычислений – φk−1. 
В этом случае приходим к вычислению нелинейной 
рекурсии:
 ,  (5)

где φk – текущее значение истинной широты (полу-
ченное на k-м шаге измерений), при этом начальное 
значение φ0 (широта точки начала движения) из-
вестно точно.

После определения текущего значения истин-
ной широты по алгоритмам (4) или (5) долгота место-
положения объекта находится по соотношению (2). 

Очевидно, что реализация алгоритмов (4), (5) в 
реальном времени на борту объекта для современных 
вычислителей никаких трудностей не представляет. 

Решение задачи в геоцентрической 
системе координат

Аналитическая зависимость долготы и широ-
ты (2) в географической системе координат позво-
ляет получить аналогичную зависимость и для гео-
центрических координат ξ, ζ, η на локсодромии [13]:

 

 ,

 , (6)

где ξ0, ζ0, η0 – геоцентрические координаты точки 
начала движения, r – радиус Земли.

Для возможности представления длины орто-
дромии СD в геоцентрических координатах раскроем 
выражение (1) и, используя известную связь геоцен-
трических и географических координат:
 ξ = r cos φ sin λ, η = r sin φ, ζ = r cos φ cos λ,  (7)
получаем:

 

где ξ1, η1, ζ1, – геоцентрические координаты точки C, 
определенные по измерениям.

Для определения значения переменной η, 
обеспечивающего минимальную длину ортодроми-
ческого отрезка СD, продифференцируем cosd по η 
и приравняем полученное выражение к нулю:

 

. (8)

Решение уравнения (8) возможно только с ис-
пользованием численных методов, поэтому, как и 
ранее, линеаризуем левую часть (8) в окрестности 
некоторого значения η*, получая в результате линей-
ное уравнение:

, (9)

где 

,



М
оделирование	геообъ

ектов	и	геопроцессов

Геоинформатика–2021	 33	 №	1

.

Решая (9) и производя выбор точки линеа-
ризации η* в соответствии с приведенными выше 
рассуждениями, имеем следующие варианты рас-
чета текущих координат объекта в геоцентрической 
системе координат:

  –

для случая помех малой интенсивности,

  – (10)

для случая помех большой интенсивности, при этом 
остальные координаты ξ, ζ рассчитываются по соот-
ношениям (6).

Пример. Проверка эффективности исполь-
зования предложенного подхода проводилась пу-
тем численного моделирования описанных выше 
алгоритмов определения координат объекта на 
локсодромической траектории по зашумленным 
навигационным измерениям. Координаты точки на-
чала движения были определены как φ0 = 45°, λ0 = 37° 
(ξ0 = 2 711 159,9 м; η0 = 4 504 972,3 м; ζ0 = 3 597 828,6 м) 
азимутальный (курсовой) угол A = 24°, при этом на 
всей локсодромической траектории были опреде-
лены 10 контрольных точек истинного положения 
объекта через одинаковые интервалы по широте φ, 
равные 10 угл. сек (долгота λ контрольных точек рас-
считывалась при этом по формуле (2), координаты η, 
ξ, ζ – по соотношениям (7)). Моделирование зашум-
ленных измерений координат объекта, т.е. формиро-
вание значений (φ1, λ1) и (ξ1, η1, ζ1), осуществлялось 
аддитивным наложением гауссовских центриро-
ванных случайных последовательностей со средне-
квадратическими отклонениями σφ = σλ = 4 угл. сек 
и σξ = ση = σζ = 120 м на истинные значения координат 
объекта φ, λ и ξ, η, ζ соответственно. По получен-
ным измерениям и исходным данным по формулам 
(5) и (10) определялись истинные навигационные 
параметры объекта – широта φ и координата η со-
ответственно, после чего рассчитывались долгота λ 
по формуле (2) и координаты ξ, ζ по соотношениям 
(6). Одновременно расчет истинных φ и η произво-
дился путем решения соответствующих нелинейных 
уравнений (3) и (8) модифицированным методом 
Ньютона – расхождение с линеаризованными  

результатами оказалось в пределах вычислительных 
погрешностей. По результатам 250 испытаний (для 
каждой контрольной точки) средняя погрешность 
определения истинных координат объекта не пре-
высила: 

 0,1 угл. сек – для φ, λ; 
 2,8 м – для ξ, η, ζ, 

что с учетом величины с.к.о. (среднее квадратиче-
ское отклонение) помех измерений свидетельствует 
о возможности эффективного использования пред-
ложенного подхода. 

Работа выполнена в рамках государственного 
задания № 1.11772.2018/11.12.
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